
 1 

福建省《高等代数》与《线性代数》课程建设第十四次研讨会*教学心得 
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矩阵的对角化问题是线性代数的教学难点之一。原因在于：学生往往误以为

对角化就是给定矩阵可以通过初等变换化为对角形、搞不清楚特征值与特征向量

在对角化问题中固有的核心作用；另一方面，对角化的条件中有的是充分必要的，

有的则仅为充分的，逻辑性强，学生易混淆。 

 

我们知道， n 阶矩阵 A可对角化的充要条件是 A有 n 个线性无关的特征向量，

所以当 n 阶矩阵 A有 n 个不同的特征值时，必可对角化，但反之不然！换句话说，

当特征值出现重根时，并不能直接确定是否可对角化，需要作进一步的判断，而

这点正是学生容易犯错之处，教学中必须多加强调与分析！ 

 

对特征值出现重根的情况，必须进一步确定对应的线性无关的特征向量个数： 

 

如果 n 阶矩阵 A的每个特征值重根对应的线性无关的特征向量个数等于重数，

那么线性无关的特征向量总数就等于重数之和，即 n 个，这样 A就可对角化，此时

条件相当于 k 重特征值 0 满足 knAEr  )( 0 。 

反之，如果 n 阶矩阵 A可对角化，设所有互异特征值为 s ,,, 21  ，对应重数

为 skkk ,,, 21  ，则 

),,,(~
21 21 skskk EEEdiagA    

))(,,)(,0(~ 1211 21 skskk EEEdiagAE     

即得      11 )( knAEr   

同理，其他特征值也成立，即 k 重特征值 0 满足 knAEr  )( 0 。 

可见，“每个特征值重根对应的线性无关的特征向量个数等于重数”是可对角

化的一个充分必要条件。这个方法的好处在于无需具体求出特征向量，而实际上

许多对角化问题中的特征向量往往是不可求的。 
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把以上分析过程用程序框图加以显示，就得到 n 阶矩阵 A对角化的判别程序： 

 

                            先求 A的特征值 

                                   

  不可对角化 否 是否有 n 个不同的特征值？ 是 可对角化 

                （错！）          否 （有重根） 

每个特征值的重数是否等于它的线性无关的特征向量总数？ 

（等价）                            

不可对角化 否 是否有 n 个线性无关的特征向量？ 是 可对角化 

其中， k 重特征值 0 有 k 个线性无关特征向量当且仅当 knAEr  )( 0 。  

实践表明，采用“程序”判别法进行教学，直观明了，层次分明，方法清晰，

学生易于接受且方法得当，可以取得优良的教学效果。 

当然，矩阵的对角化问题还有其他简便判别方法，比如数域 P 上矩阵 A可对

角化的充要条件是 A的最小多项式是 P 上互素的一次因式的乘积，但这已超出线

性代数的教学要求了。 

 

例 1  k 取何值时，
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kA 可对角化？ 

解  特征多项式 )1()1( 2   AE ，可对角化的充分必要条件是特征值

二重根 1对应 2个线性无关的特征向量，即 1)(  AEr ，求得 1k 。 

    例 2 （2004数学①）如果矩阵
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A 的特征多项式有一个二重根，

试求 k 的值，并讨论 A是否可相似对角化。 

解  特征多项式 )3188)(2( 2 kAE    

如果 2 是特征多项式的二重根，则也是 031882  k 的根，代入得

2k ，此时，可求 A的特征值为 2，2，6 ，且 1)2(  AEr ，故 A可对角化。 

如果 2 不是二重根，则 031882  k 有重根，由判别式等于零，得
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k ，此时，可求 A的特征值为 2，4，4，且 2)4(  AEr ，不可对角化。                               


